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ktablies empiriquement 2 partir de s&es chronologiques de prkcipitations ponctuelles, les courbes 
intensit&durCe-friquence sont t&s utiles pour la rtalisation de nombreux projets. I1 est possible de 
caractkiser les propriMs multifractales de ces skies de don&es par des paramktres universels. Les 
propri&s multifractales d’invariance d’kchelle permettent alors d’etablir les equations formelles des 
courbes intensit&durkfr6quence, qui ne dkpendent que d’un nombre rCduit de parametres. Une 
base rationnelle peut ainsi etre donnte aux courbes intensitk-duke-frkquence. 

Mots cl& : Pr&ipifations, Courbes intensit&du&e-fr&uence, Multifractals, lnvuriance 
d’khelle 

ABSTRACT 
Intensityduration-frequency curves, which are very useful for many design applications, are 
generally empirically drawn from point rainfall time series. Such point time series can also be 
analyzedfrom a multifractalpoint of view and universalparameters characterizing the series can be 
estimatedfrom empirical data. We derivedfrom the scale in.Llariant relationship of multifractals the 

formal equations of intensity-duration-frequency curLIes, which depend on only a small number of 
the series multzfractalparameters. A rational basis is thusgiven to these curves, which can be related 
to some objectiueparameters 
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1. Les courbes intensitk-durke-frkquence 

Dans de nombreuses applications, telles qu’entre autres, 
le calcul des rkseaux d’6vacuation des eaux pluviales 
(Guerree et Comella, 1982), on a besoin de dkterminer 
une fc pluie de projet )) (Eichert et al., 1985). Cette dkter- 
mination peut se faire & partir des courbes intensitk 
dur6eirkquence (Idf). 

Ces courbes donnent, pour une duke continue d 
(khelle i laquelle sont effect&es les observations et qui 

peut aller de quelques minutes 5 plusieurs annees), la 
probabilitk pdpour que I’intensit6 id (exprimbe en hauteur 
de pluie par unitkde temps) d6passe un seuil d’intensitk sti 
A cause du cycle annuel, I’usage s’est impose de traduire 
les fkquences en dukes moyennes de retour T, elles- 
m&mes exprimees en an&es. Un 6v6nement de durke de 
retour T (( revient )), en moyenne toutes les Tan&es. On 
parlera ainsi de pluie dkennale, centennale, etc. 

Traditionnellement, ces courbes sont etablies empiri- 
quement, en tracant, pour chaque valeur Tde la pkiode 
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moyenne de retour, la courbe liant le seuil s,& la duke d. 
La figure donne un exemple de telles courbes etablies 
pour la r&ion bordelaise ZI partir des pluviogrammes de 
I’observatoire de Bordeaux-Floirac relatifs a la p&iode 
1912-I 941 (Farthouat, 1962). Une dbmarche analogue 
peut &tre entreprise pour les debits d’un tours d’eau. C’est 
le cas des mod&les debit-duree-frbquence (Qdf : Galea et 
Prudhomme, 1994, 1997). 

En coordonn@es log-log, et pour un large intervalle de 
valeurs de la duree cf, les courbes Idf des pluies ont l’allure 
de droites parallGles dont I’ordonnke & I’originedkpend de 
la p&iode moyenne de retour T. On passe ainsi d’une 
courbe 2 l’autre par une simple translation. 

Cette disposition sugg&e une expression analytique 
simple pour I’equation de ces courbes et on en trouve de 
nombreuses dans la Iitt&ature (Rkm&i&as, 1985, Raud- 
kivi, 1979) sous la forme de relations empiriques telles 
que : 

s,=KTm/d” (1) 

oti sX est I’intensite moyenne maximale pour la duree de 
r@f&ence d (5 min 2 1 an) ; Test la duree moyenne de 
retour de 1 2 100 ans ; K, m, et n btant des paramgtres 
d’ajustement. 
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Figure. Exemple de courbes intensitbdurCe-frhquence 
(Farthouat, 1962). 
‘:, _,v 

Example of intensity-duration-frequency curves. 

En passant aux logarithmes, la relation (1) peut s’ecrire : 

logs,=mlogT-nlogd+logK (2) 

II. Probabilit6 de dbpassement 
et rholution 

Si I’&helle d’observation des probabiIit& est annuelle, la 
durke moyenne de retour, exprimee en an&es, est bgale ?I 
I’inverse de la probabilite, mais il est possible de relier 
probabilitk et duree de retour pour une kchelle d’observa- 
tion des probabilit& quelconque, et en particulier celle de 
I’&helle de la durke d. 

Appelons h le rapport entre I’&helle annuelle et 
I’&helle de la durbe d : 

A= l/d (3) 

dktant exprimke en annhes, A est un nombre sans dimen- 
sion d’autant plus grand que la r&olution est plus fine. 
Dans la suite, on parlera indifferemment de @solution ou 
de facteur d’kchelle. 

A la resolution A, la probabilitk pA pour que I’intensitb 
observke ih depasse un seuil sh peut &tre exprimee par le 
rapport entre le nombre d’&&ements pour lesquels 
& > sh et le nombre total d’&&ements, ou ce qui revient 
au mEme : 

ph= Pr[i,> sJ= l/AT (4) 

oti T est la p&iode moyenne de retour correspondante 
exprimee en annees. 

Les relations intensit&dur&frbquence peuvent alors 
s’kcrire sous la forme gbn&ale : 

sh= f(p,, A) (5) 

I I I. Fractals et multifractals 

Revenons aux courbes intensit&dur&-friquence. La re- 
lation (2) montre qu’a une translation pr&, la relation 
entre le seuil d’intensiti! et la pkriode moyenne de retour 
est independante de I’&helle d’observation. Nous nous 
proposons de montrer que cette propriM d’invariance 
d’echelle n’est pas fortuite et qu’elle peut &re reliee a la 
nature multifractale des pr&ipitations, qui a deja fait 
I’objet de nombreuses analyses et modblisations (pour 
revue : Lovejoy et Schertzer, 1995). 

Le passage de la g@om&rie fractale aux champs multi- 
fractals est trPs bien illustre par des etudes effect&es sur 
les pluies du Sahel africain. Le caractere fractal de I’occur- 
rence de ces pluies a et6 mis en &idence par Hubert et 
Carbonnel (1988, 1989). Cependant, l’occurrence est de- 
finie par ref&ence 2 un seuil d’intensitk de la precipita- 
tion, et la dimension fractale (Mandelbrot, 1983) de l’en- 
semble observk dkroit, lorsque le seuil de rkfbrence 
augmente (Hubert et al, 1995). L’approche multifractale, 
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dont les modeles ont ete developpes pour I’etude des 
phenomenes de turbulence (cascades multiplicatives, 
Schertzer et Lovejoy, 1987), permet de surmonter ce pro- 
bleme en prenant en compte a la fois les echelles d’obser- 
vation et les intensites correspondantes. 

L’occurrence des precipitations depend aussi de la re- 
solution a laquelle sont effectuees les observations. L’idee 
essentielle est que les seuils doivent etre consider& sous 
I’angle de I/invariance d’echelle. Nous relierons le seuil a 
la resolution (ou h I’echelle) par la relation : 

SA = AY (6) 

oti y  est un ordre de singularite (Schertzer et Lovejoy, 
1987). 

La relation de base des multifractals peut etre exprimee 
en termes de probabilites (Schertzer et Lovejoy, 1987) par 
I’expression : 

ph=fr(iA? AY)=Ahh-c(Y) (7) 

oti A, est un prefacteur variant tres peu avec A et oh oh est 
la probabilite pour que I’intensite ih, observee a la resolu- 
tion A, depasse le seuil hY. 

La fonction c ( y) caracterise I’invariance d’echelle de 
la distribution de probabilite. On montre que c (y) est 
croissant, ce qui correspond au fait que les precipitations 
les plus intenses sont les plus rares. Plus precisement 
c (y) a en general (Schertzer et Lovejoy, 1992) le sens 
d’une codimension definie comme la difference entre la 
dimension euclidienne de I’espace support et la dimen- 
sion fractale de I’ensemble des observations. On notera 
que, plus cette codimension est proche de la dimension de 
l’espace support, plus la dimension fractale du pheno- 
mene observe tend vers zero. Presque sirrement absent, le 
phenomene echappe alors generalement a I’observation. 

IV. Transition de phase et divergence 
des moments 

En raison d’analogies thermodynamiques, on dit que le 
processus subit une transition de phase (Schertzer et Lo- 
vejoy, 1992), au-dela de laquelle on observe une chute 
algebrique de la distribution des intensites qui traduit une 
variabilite extreme. 

V. Retour aux courbes intensit&du&e- 
frkquence 

A partir de la relation (7), nous pouvons ecrire : 

logp,=logA,-c(y)logA (IO) 

oti nous supposons que A, est constant en premiere ap- 
proximation. 

Nous nous placerons tout de suite dans le cas oti 
y  > yo, qui correspond aux phenomenes extremes qui 
nous interessent dans cette etude. Nous pourrons alors 
ecrire, d’apres les relations (9) et (I 0) : 

logp,=logA,-[q,y-D(q,-l)llogh 
soit aussi, en tenant compte que sE, = Ay et que 
y  = log s,, /log A 

log p* = log A, - [SD ( log s,, /log A) - D ( q. - 1 >I 1% A 

soit log sh = 1 log 
4 

qD 0 - +D(“-‘)logA (11) 
PA qD 

Cette derniere relation lie le seuil sh a la probabilite pA 
de le depasser et a la resolution A. 

Avec les notations habituelles, en tenant compte du fait 
que la dimension de I’espace support (le temps) est D = 1 
et compte tenu de (3) et (4), cela donne, apres simplifica- 
tion une relation de la forme : 

log s= (l/q,) log T- log d+ k (12) 

ou k est une quasi-constante : k= ( l/SD) log A, 

VI. Conclusion 
Si I’on considere par ailleurs les moments d’ordre q de la 
distribution de probabilite, definis par : L’equation (12), qui ne depend que du parametre q, 

s caracterisant une propriete multifractale de la serie pluvio- <I;>= f;1d+(i*) (8) metrique, est formellement analogue a I’equation (2). Cela 
donne done une base rationnelle a une demarche 

on peut montrer (Schertzer et Lovejoy, 1993), en suppo- jusqu’ici empirique. II faut noter que la relation (12) n’est 
sant que le champ des precipitations est conservatif, qu’il valable qu’au-dela de la transition de phase, c’est-a-dire 

peut exister une valeur critique de q, q = q,, telle que les pour des valeurs suffisamment grandes des intensites, in- 

moments statistiques divergent d&s que q > q,. cluant ce qu’on a coutume d’appeler les pluies extremes. 

A qD correspond une valeur maximale yo pour y, telle 
L’equation empirique obtenue par Farthouat (1962) 

que : 
pour la region bordelaise est la suivante : 

c(Y,)=q,Y,-D(q,-1) 
s = 6,82 y,36 rf “” soit log s = 0,36 log T- 

ou Dest la dimension de I’espace support ; c (y) devient 
0,77 log d + log 6,82 (I 3) 

alors lineaire en y. La valeur de q, correspondante serait de 2,78, valeur 
comparable a celle estimee (3,0 f  0,2) dans I’etude mul- 

c(y)=qDy-D(qD-l)poury>yD (9) tifractale d’une serie chronologique des precipitations a 
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NCmes (Ladoy et al, 1993). On observe en revanche une 
difference entre le coefficient - 0,77 de log d (relation 13) 
et la valeur thhorique - 1 (relation 12), ce qui devra @tre 
expliquk. II faudra notamment examiner la pertinence de 
I’hypothke de conservativitk du champ des precipitations 
(voir a ce propos Tessier et al, 1996), ainsi que le r6le du 
prkfacteur A,. 

II faut enfin noter que les courbes Idf peuvent &tre 
construites par deux approches (Lahaye et al, 1979) : 
- soit en considerant les hauteurs maximales prkipitbes 
durant un intervalle de temps de dur@e don&e dau tours 
des episodes pluvieux ; 
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